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Chapitre 1

Introduction generale



|.1. Processus

systeme physique

Un processus 7
temps

Influences internes et externes

perturbations

205

entrées i
, sorties

v

v

Sortie : variable mesurable caracteristique de ['évolution du systeme

Entrée : variable d’origine externe susceptible d'influencer I'évolution du systeme

Un processus est un systeme physique qui évolue au cours du temps sous
leffet de diverses influences internes et externes.



|.1. Processus

systeme physique o i

Un processus ’?
discret

Influences internes et externes

perturbations

I b

sorties

v

v

Sortie . variable mesurable caracteristique de 'évolution du systeme

Entrée . variable d’origine externe suscepftible d'influencer I'évolution du systeme



|.2. Processus continu

"

Un processus est dit continu si les grandeurs qui le caractérisent

sont de nature continues.

Q L'évolution au cours du temps est décrite par des signaux

continus au sens mathématique du terme.

Le processus continu peut étre
caractérise par un ensemble

d’équations différenticlles et <R
algébriques de la forme: X e R"
ueR

x=f(x,u,t, p) yeR"

y =h(x,u,t, p) f'“(_E)R”
h(.)

temps

état
commande

sortie
perturbation

fonction d’évolution

fonction de sortie
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|.2. Processus continu

Si les signaux ou les variables intervenant dans la description du
processus sont des fonction du temps alors ils sont :

» déterministes si leurs valeurs sont parfaitement définis a chaque instant

= aléatoires si seul leurs probabilités d’avoir une amplitude sont définies a
chaque instant (cas des signaux bruités)



|.2.1. Processus continu linéaire

Processus lineaire 7

@7 Il valide le principe de superposition :

Si VI e {1, 4 k} I’entrée ¢/;(¢) provoque la sortie y(?)

k k
alors  u(t) =Y au(t), @ R provoque Y(t)=> a;y;(t)
i=1 i=1

Processus continu linéaire non bruité

€, ()= At).x(1)+B(t)u(t)
y(t) = C(t).x(t) + D(t)u(t)

Processus continu linéaire stationnaire

€&, A=A B(t)=B,C(t)=C,D(t)=D :



|.3. Processus discret |

Un processus est dit discret si I'évolution et/ou I'observation des grandeurs
qui le caractérisent ne peut se faire qu’a des instants particuliers.

Q systemes echantillonnés
systemes logiques seéquentielle

Le processus discret peut étre
caracterisé par un ensemble de

relations récurrentes de la
forme:

t e R temps
X, € R" etat al'instant 7,

u, € R' commande a l'instant #
X, = (X, Ut p,) o
k+1 k' HZkr ko Mk /)y e R™ sortie a l'instant £,
Vil = h(xk Ut , pk) p, €R" perturbation a l'instant 7,

f () fonction d’évolution

h(.)  fonction de sortie 9



|.3.1. Processus discret linéaire

Processus linéaire

@7 Il valide le principe de superposition :

Si Ve {1, e | m} I’entrée u;(t,) provoque la sortie y,(t,)

m m
alors  u(t)=>au;(t), o R provoque y(t) =) a(t,)
i=1 i=1
Processus discret linéaire non bruité

@7 X = AcXy +Buy

Yi = Ci- X + Dy,

Processus discret linéaire stationnaire

e, A=A B, =B,C,=C, D, =D
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|.4. Commande d’un processus

Commander 7 Imposer un comportement souhaité

@7 régulation et asservissement

(7 S perturbations S S S
consigne

sorties

| Systeme de | Systeme a -
commande commander
capteurs <

\ \ perturbations

11



l.4.1. Systeme de commande

. = perturba ions [ s
Le systeme de commande utilise = .-~ lﬁ ......... ‘ S%S

des variables internes, donc L ostmeds | % | Systemea
'estimation et le filtrage en vue "

de genérer ou de donner une oot
estimation des informations o _
manquantes perturbations

L'estimation peut étre:

»l'observation qui a pour but I'estimation
des variables dans un cadre déterministe

»Le filtrage qui a pour but I'estimation des
variables dans un cadre stochastique

sorlies

Dans ce cours, on s’intéresse au probleme de filtrage.
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1.5. Le filtrage

Filtrer ? Mettre en forme un signal

@7 Eliminer le bruit superposé au signal utile

Avec 'utilisation de plus en plus de calculateurs numérique dans la
chaine de commande, le filtrage est devenu un outil fondamental.

Shanon a montré la nécessité d'un filtrage préalable a
tout traitement numeérique pour garantir 'equivalence
analogique - numérique

13



Filtrage de Wiener et Kalman

Point de vue d’Automatique, l'objectif est de déterminer
des estimateurs des variables du systeme lorsque
I'environnement présente des perturbations aléatoires

@7 Déterminer un systeme (filtre), optimal au sens
de la minimisation de la variance d’erreur
entre la variable réelle et son estimation

Wiener: approche fréquentielle Kalman: approche temporelle
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Chapitre 2

Filtre de Wiener

16



Filtrage de Wiener

La methode de Wiener permet de déeterminer la
fonction de transfert du filtre qui reconstitue un signal
X(t) a partir d'une mesure y(t) entachée d'un bruit (1)

p®) filtre 3
X(t) 49 vt x()

> H
+

Le filtre optimal minimise la variance de I’erreur
entre la variable réelle et son estimation

V =E[RXT ()]
X (1) = x(t) — K(t)

17



" iltre
) D),

)

H

Déterminer le filtre continu optimal H(p)

> Hypotheses

X(t) et b(t), sont des signaux aléatoires, scalaires, centrés,
non correlés et stationnaires.

> Notations
Covariance de deux signaux x(t) et y(1).

VzeR, @ (T)Z E[X t+7)y (t)]

Spectre de covariance de deux signaux x(t) et y(t).

Sy (P)=Ly(6,(7)=[ 4, (ce*dr

Transformeée de Laplace
bilatérale 18



Transformee de Laplace bilatérale

La transformée de Laplace bilatérale d’'une fonction 7 peut étre
calculée a partir de la transformée de Laplace selon:

L, ((t)=L(f, (t)+ L (f.(t)
avec f+(t)= { f (t) t20

0 t<O
f(t):{f(—t) t>0
0 t<O

19



Autovariance

L'autovariance d’'un signal x(?):
¢ (r) = E[x(t+ 7)x(1)]

|’autovariance est une fonction paire

B

Le spectre d’autovariance

N
~
|l
§‘S~
|
N
~

(o(=7))

)+ L
)+ {L (2. (=7))}, .,
3G(p) / S, (p)= G(|o)+<s<—p)cB

/1/

20
fonction paire



Equation de Wiener-Hopf

Pour pouvoir estimer x(t), on dispose de 'ensemble des mesures (fous les états
passeés de y) sur la sortie Y (’[) _ {y(t _ Z.) > O}

D’aprés le principe d’estimation des v.a., I'estimation linéaire optimale
cherchée veérifie /e principe d’orthogonalite.

vr>0 E[(x(t}(t)ylt-7)]=0 = V=0 E[x(t)ylt—7)}k(t)ylt—7)]=0
vr20 ¢, (c)=E[Rt)yt-7)]

Le filtre H(p) étant causal, sa réponse impulsionnelle est nulle pour ¢<0

() Ew n(yt—vidy Y720 4, (r)= E[ Ew h(v)y(t—v)y(t—7)d v}

Equation de Wiener-Hopf
Vz20 ¢><y h ¢yy r—viv (Eq. A) o
) filtre
x(t) 4% y(t) e

H

gvsz Sy (P)=H(p)S,, (p)
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Résolution de I’équation de Wiener-Hopf

> Préliminaires

> Factorisation

Soit une fonction rationnelle F(p). F(p) peut étre factorisée sous la forme:

F(p)=F*(p)F (p)
F*(p)et (F*(p))™ stables
F-(p)et (F(p))* instables

Si de plus F(p) est une fonction rationnelle paire
alors F_(p)= F+(_ p)

et on obtient

avec

F(p)=F"(p)F'(=p) (£a.8)

avec tous les zéros et pbles de F*(p)dans le demi plan complexe gauche
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Résolution de I’équation de Wiener-Hopf

> Préliminaires

» Factorisation — exemple 1

. . . 2p—1
Soit la f [l = =
oit la fonction rationnelle (p) p2 “p-2
Calculer F*(p) et F_(p)
. 1 ()= 2P1
F'(p)=— Fp)=——
» Factorisation — exemple 2
1
Soit la fonction rationnelle F(p)= p——l
Calculer F*(p)et F(p)
1

F+(p)=1 F_(p)z 0—1 23



Résolution de I’équation de Wiener-Hopf

> Préliminaires

» Décomposition

Soit une fonction rationnelle F(p). F(p) peut étre écrite, par décomposée en
éléments simples, sous la forme:

F(p)=F_(p)+F.(p)

e F (p) stables

mstables

F(p)
Attention a la notation
=F"(p)
[ ]

F(p)=F (p)

24



Résolution de I’équation de Wiener-Hopf

> Préliminaires

» Décomposition — exemple 1

Soit la fonction rationnelle F(p): 2p-1

p* K2
Calculer F+(p) et F_(p)
1 1
F.(p)=— Fp)=—=5
(p) - (p) -
» Décomposition— exemple 2
1
Soit la fonction rationnelle F(p)= 0—2

Calculer F_(p)et F (p)
F.(p)=0  F(p)=—>

25



Résolution de I’équation de Wiener-Hopf

> Résolution de I'eéquation de Wiener-Hopf

Soit la fonction f(t) définie par:
f(t)= g, (t)_[ [ (o), ¢ _T)dr} %,

Compte tenu de I'équation de Wiener-Hopf (eq. A)

vr20 ¢,(c)=[h(v)g,(c-viv
f(t) doit étre nulle pour tout 7 positif ou nul.
En appliquant la transforméee de Laplace Bilatérale sur (%),

il vient : F(p) = Sxy(p)_ H (p)Syy(p)

f(t) etant bornee, les pbles de F(p)n'appartiennent pas au demi
plan complexe gauche.

26



Résolution de I’équation de Wiener-Hopf

F(p) =S,,(p)—H(p)S,,(p)

D’autre part, comme S, est une fonction paire, on peut ecrire
selon (eq. B) :
Syy(p): S;y(p)s;y(_ p)

ou S¥,, a tous ses zeros dans le demi plan complexe gauche.

Ainsi la fraction rationnelle U(p), sera dé(fin)ie par:
F S,y P .
(p) ; )_ H(p)Syy(p)

A ey

doit avoir tous ses pbles dans le demi plan complexe droit.

Comme le filtre doit étre réalisable et stable, on peut en
deduire : -

1 | S,(p)
S, (p)| S;,(=p)

o 1+

Filtre de Wiener

H(p)=

27



Exemple 1

Soit : y(t)= x(t)+b(t)

ou x(?) est un message de spectre d’autovariance : Sxx(p) =
et b(¥)un bruit blanc de spectre S,,=£7, indépendant de x(7)

Déterminer le filtre de Wiener optimal estimant x(¢) ?

28



Exemple 2

X (t)=-2x (t)+w (t)

Y (t)=x(t)+v(t)

ou x(?) est I'état de spectre d’autovariance : S XX ( P ) =

Soit : <

4-p
w(t) et 1(Z): bruits blancs indépendants avec S, (p)-1

Déterminer le filtre de Wiener optimal estimant x(?) ?

29



Equation de Winer-Hopf / cas des signaux discrets

On procede comme dans le cas continu

On considere qu’on dispose de I’ensemble des mesures scalaires,

%} ety

La covariance de deux signaux x et y échantillonnés

b, (1)=Ex(@i + jy()]

L’équation de Winer-Hopf discrete du filtre optimal discret H,

centrées et stationnaires

s’écrit :

VJEN ¢xy Zh¢yy J_I

avec /;1a réponse impulsionnelle du filtre 30



signaux discrets

De méme que dans le cas continu, la résolution utilise la transformée

en zbilatérale d’une suite
F(Z):Zb{fi}zzfiz—i {fi,i EZ}

qui se calcule a partir de la transformé en z(monolatérale) par :

ZAf =z {8+ 27 {0 - 1,

avec

f+

{O pouri <0

0 pouri<0
f pouri >0

f . pouri >0

Z =z }],_,- a1



signaux discrets

Le spectre de covariance est, par définition, la transformée en z

bilatérale de la fonction de covariance:

S, (2)=2,18, (i)}

Pour une fonction d’autovariance on a :

V] eZ 1 Cﬁxx(j):@xx (_J)
Le spectre d’autovariance s’écrit alors :
36(z), S, (z)=6G(z2)+G(z?) -4, (0)
conduisant a la propri¢té (fonction paire):

S, (2)=5.(z") .o

32



On utilise de méme les notions de factorisation et de décompositions
de fractions rationnelles en z

» Factorisation  F(z)=F*(z)F (z)

ou . A A\, . .,
F~* (z) a tous ses zeéros et poles a I’intérieur du cercle unite

F~ (z) a tous ses zéros et poles a I’exteérieur du cercle unite

D’ou on peut €crire le spectre d’autovariance (€q. ¢) sous la forme :

S,.(2)=S85(2)s(27)

— + (51
52 (2)=54(z”)
S + ( ) 4 A \ 9 roe
avec «\Z) atous ses zéros et poles a I’intérieur du cercle

o 33
11mmite



signaux discrets

» Décomposition

F(z)=F.(z)+F (z)-f0

ou A T 7
F. (Z) a tous ses poles a I'mtérieur du cercle unite

F (z) a tous ses poles a I’extérieur du cercle unité

» Résolution
La méme deémonstration que dans le cas des signaux continus conduit

a exprimer la fonction du transfert du filtre optimal pour les signaux

discrets par : = =

H(z)= +1 S+XV(Z_Z Filtre de Wiener
S, ()] S,,(27) ], .




Chapitre 3

Filtre de Kalman



Hypotheses

bruit d’entrée (de dynamique)

etat o
entrée |

Xpq = A X, + Bk\.Jk +G,.w,
/_I bruit de mesure

yk+1 = Ck+1'Xk+1 U Vk+1

{uk } entrée déterministe
tw, §

w, ¢ et {Vk} des séquences indépendantes de bruit blancs centrés

Xy, 'état initial, une variable aléatoire indépendante de {Wk} et {Vk}

Flw]=0 ey - 1 RS, 0 0
Elv]=0 E Wi [VlT W) )?()T] = 0 Qoy O
E[%]=% LL%_ I L0 0 R

Xy = Xg — X R, Q¢ P, matrices symétriques définies positives 36



Problématique

Trouver la meilleure estimation g de I'état x a I'instant £,
a partir des observations effectuées jusqu’a l'instant /, au

sens du critéere de la variance conditionnelle minimum.

Cela signifie que X est tel que :

E{HXk _XkHZ /{yo’ Yir-os yj} }S E{ka _ZHZ /{yo’ Yire-os yj} }

Pour tout vecteur Z fonction des observations {yo, Yireeos yj}

37



Xk/j meilleure estimation de x a l'instant & fonction des

observations {yo, Yir-ea Y, }

cov(z)=Ei{zz" |

Pk/t — COV()?k/t )

38



Filtrage Lissage Prédiction

Xk/j meilleure estimation de x a l'instant & fonction des

observations {yo, Yir-e Y }

Selon la valeur de & par rapport a /

Xk/j est une valeur filtrée si A=/

Xk/j est une valeur prédite si &>/

Xk/j est une valeur lissée si k<j/

39



Equations du filtre de Kalman

Les équations de fonctionnement du filtre de Kalman se décomposent en

2 etapes:

> Etape de prédiction

k+1/k = AR + B,
;
Pk = AkPk/kAk +G,Q,G,

> Etape de correction

Rk =R T K (Yk C Xk 1)
P = (1 —KCy )P

ou K, est le gain optimal du filtre donné par :

1
Ky = RoiaCy (Rk +C, Pk/k—lcl;r)




Equations du filtre de Kalman |

Les équations du filtre de Kalman sont obtenues en calculant

E[X.]

.
I:)k+1 - E|:(Xk+1 o E[Xk+1 ])(Xk+1 e E[Xk+1 ]) :|
Xk = E[Xk+1/k]

T
Pk+1/k — E|:(Xk+1 — Rysa/k )(Xk+1 — Rya/k ) }

Xk+1/k+1

T
Pk+1/k+1 =E (Xk+1 — X1kl )(Xk+1 - Xk+1/k+1)

41




Equations du filtre de Kalman |

N
Xir = AcX + Bl + G,

yk+1 - Ck+1'Xk+1 T Vk+1

E[Xk+1] ? déterministe

Elx..]= ACE[x ]+ Bk}Jk "‘Gk-%k]
E[Xk+1] — A1<'E[Xk]+ B, U, 0

42



Equations du filtre de Kalman

= Akxk+B uk+G W,
P .
Pk+1 ' yk+1 - Ck+1'xk+1 + Vk+1

P =) (%0~ D D0t ~ED) |

B T
Pk+1 =E (Ak'xk + Bk Uy "‘Gk Wy — E[Xk+1])(Ak'Xk + Bk Uy +Gk'Wk o E[Xk+1]) }

- T
P..=E (Ak)?k +G, W, )(Akik "‘Gk-Wk) }

Pea = ARA +GQG,

43



Equations du filtre de Kalman

X1 = A X +B U, +G,.w,

E[yk+1] ? Yisr = Crir- X + Vi
E :yk+1: — E[Ck+1xk+1 +Vk+1]
E _yk+1_ — Ck+1E[Xk+1]‘

COV( yk+1) ?
-
COV(Vkﬂ) = E|:(yk+1 - E[yk+1 ])(Yk+1 - E[yk+1 ]) }
COV( Ve +1) =E |:(Ck+1'xk+1 Vi =G [Xk+1])(Ck+1'Xk+1 Vi1 ~CiaE [Xk+1]) }

T
COV(VkH) = E|:(Ck+1')?k+l + Vk+1 )(Ck+1')?k+1 + Vk+1) j|

COV( yk+1) — Ck+1 I:)k+1Cl-<r+1 T R

a4




Equations du filtre de Kalman

La connaissance de toutes les valeurs du X1 = AcX + By, + G
S|gnal Jgsqu’a I'instant A se réesume a une Yerr = Crog Xers + Vi
estimation de la valeur Xk,k de son etat

a l'instant k, établie a 'aide de toutes les

valeurs de la sortie )y mesurées jusqu’a

I'instant 4.

Xesak ?

Xk+]_/k 'estimation de X, 4
Xk = E:Xk+1‘xk/k]
Rean = ELA X + By, + G, .w, |
Ren = E[AX ]+ By,

R = AR T By Uy

45



Equations du filtre de Kalman

? erreur de prédiction Xen = A X, + B .U, +G, .w,

yk+1 — Ck+1'xk+1 + Vk+1

I:)k+1/k

Pk+1/k o COV()?k+1/k )

Xeak = Rear ™ Xk+1/k
X = AcX +B U +Gw =X

k+1/k A( X +B U +G W A(Xk/k 'uk

Xk = A X + G W,

Pk = E{(Ak-)?k/k + G, W, )(Ak')?k/k +Gk'Wk)TJ

Pk = AkPk/kAk "‘GkQGT

46



Equations du filtre de Kalman

"'*

-~

La prédiction ) peut étre corrigée en X = A X + B U + G .w,
t‘er,la_nt co’mpte de la nouyelrle.mesure Yii1 Vs =Crit - Xess + Vi
a l'aide d’'une correction linéaire.

X1kt = stk +,Kk+1(yk+1 o Ck+1xk+1/k)(

gain ’/ innovation ’f

Kirtksr = Kqr — Xk+1/k+1

Xisthor = Xor — Reoan — Kk+1(yk+1 - Ck+1Xk+1/k)

Xeoanor = %1 = (I = KiiCroot Riane = K Yiews

)?k+1/k+1 = Kut _(I o Kk+1Ck+1 )Xk+1/k o Kk+1Ck+1'Xk+1 o Kk+1vk+1
X1kt = (I — K 1Cr )(Xk+1 — Ko )_ KiiaVia

X1kt = (I — KyiCr )()?k+1/k )_ KiiaVia

Btk = (I - Kk+1Ck+1)Pk+1/k (I —KaCra )T + Kk+1Rk+1KI-<r+1 47




Equations du filtre de Kalman

Le gain K est calculé pour que l'erreur
d'estimation  soit  statistiquement
orthogonale a [linnovation (nouvelle
Information apportée au filtre) :

E _)—zk+1/k+1(yk+l - Ck+1Xk+1/k ) \ J =0
E ((I B Kk+1Ck+1)(ik+1/k )_ KiVit )(Ck+1)~(k+1/k s Vk+1)T J= 0

E ((I - Kk+1Ck+1))«(k+1/kikTJrl/k k+1)J E\. Kk+1Vk+1Vk+l J 0

car Eb~(k+1/kvk+1 ' J: 0

xk+1 Akxk+B uk+G W,

yk+l — Ck+1'Xk+1 + Vk+1

(I - Kk+1Ck+l)Pk+1/k I-<r+1 ~ Kk+1R =0

B T
K = Pk k+1(Ck+1Pk+1/k k+1+R)

48



Equations du filtre de Kalman

X1 = A X +B U, +G,.w,

Prenons I'équation précédente : Vi =Crt X + Vi

\,
(I _Kk+1Ck+l)Pk+1/k k+1 Kk+1R 0
(I Kk+1Ck+1)Pk+1/ka+1Kk+l « Kk+1RKk+1

Ona:

Btk = (I Kk+1Ck+1)Pk+1/k(| — Kk+1Ck+1)T + Kk+1RKI-<r+1

Pk+1/k+1 = (I o Kk+1Ck+1)Pk+1/k (I o Kk+1Ck+1)T + (I o Kk+1Ck+1)Pk+1/kCI-<r+1KI-<r+1
I:)k+1/k+1 — (I o Kk+1C:k+1)|:)k+1/k ((I _ Kk+1Ck+1)T + CII+1KI-<I-+1)
k+1/k+1 (I Kk+1Ck+1)|:)k+1/k

Pk+1/k+1 — Pk — Kk+1Ck+1Pk+1/k

49



Equations du filtre de Kalman

Les équations de fonctionnement du filtre de Kalman se décomposent en

2 etapes:

> Etape de prédiction :
Rk = ARk + By

Pk = AkPk/kAk +G QkGT

> Etape de correction :

Rk = Rk + Kk(yk _Ckxk/k—l)
Pk =(1 =K C )Pis

ou K, est le gain optimal du filtre donné par :
Tyov-1
Ky =BG 2

2, =R +C, Pk/k—1CI-<r
50



Mise en ceuvre pratique du filtre de Kalman

-

—— . N

On suppose que le probléme de filtrage est résolu a I'étape &, c’est-a-dire

on dispose de %, ,,, P, et K,

Une mesure supplémentaire y, , arrive. On a alors I'étape K+1

Calcul du predicteur %, ./,

Calcul de B,

Calcul du gain K, ,

Calcul de Xm,kﬂ

Calculde P10

Remarque

A chaque étape il faut vérifier que trace(P,,, ) diminue quand k< augmente

pour s’assurer de la convergence

51



Mise en ceuvre pratique du filtre de Kalman

v Initialisation
> 1°' cas

A linstant initial k=0 on dispose de Y,, X,,, =M, et P, =P,
Calcul de K, selon K, =P, ,C] (R +C,P,,.C, )_1

Calcul de Xo/6 selon Xo0 = %o/ + K, (y0 —Cof(o,_l) «~ amélioration de
I'information initiale
Calculde P, , selon P, =(1-K,C,)P, ,
> 2¢me cas

A Tinstant initial k=2 on dispose de y,, %,,, =M, et P,,, =P,

Calcul de X, selon R, = ARy, + ByU,
Calcul de P, selon P,, = AP, A +G,Q,G, «— prédiction

1/0
Calcul de K, selon K, = Pl,ocf (R+C1F’1,O(31T )_1
Calcul de %, selon R, =%, + K, (Y, —C,%,0)
Calculde P, selon P, = (I — K1C1)Pl/0

1/1 52



Modélisation du Filtre de Kalman

Filtre de Kalman

% gxk+1/k+1

X
~\ k+1/k
B D =
X
! k/k
:

53
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Remarques

v'Les matrices qui constituent le filtre de Kalman ne dépendent pas des
données, mais seulement des caracteéristiques statistiques. Le gain du filtre
de Kalman peut étre alors calculé avant le filtrage du signal mesuré, et mis

en memoire.

1
Pk = ARk 1A1< +GkaGT AkPk/k—lCII (Rk +C, Pk/k—lcl-(r) C, |:)|</|<—1'A‘1_<r

\(Equation de Riccati]

1
Kk — Pk/k—lclj (Rk +Ck Pk/k—lcl;r)

k/k (I Kka )Pk/k—l

o4



Formes particuliéres du tiltre de Kalman

Le filtre de Kalman est composé de l'ensemble de 2 étapes.
Suivant que I'etape de prédiction précede ou suit I'étape
d’estimation on distingue deux cas:

v Filtre de Kalman ‘Estimateur’ lorsque I'étape de prédiction
précede |'étape d’estimation

(Xk/k’ I:)k/k) - (Xk+1/k’ Pk+1/k) - (Xk+1/k+1’ I:)k+1/k+1)

v Filtre de Kalman ‘Prédicteur’ lorsque I'étape de prédiction suit
I'étape d’estimation

(Xk/k—l’ Pk/k—l) — (Xk/k’ Pk/k)‘(kak’ Pk+1/k)
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Filtre de Kalman ‘Estimateur’

v Filtre de Kalman ‘Estimateur’ - l'étape de prédiction précéde
I'étape d’estimation

Xk+1/k+1 — (I V- Kk+1Ck+1)Ak Xk/k +(| 4 Kk+1Ck+1)Bkuk + Kk+1yk+1
Peitiker = (I = Kk+1Ck+1)(Ak Pk/kAJ +GkaGJ)
k+1 (Ak I:)k/kAk +G QkGT I1-+12k_il

2k+1 — Rk+1 +Ck+1(Ak Pk/kAk +G QkGT )Ck+1
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Filtre de Kalman ‘Prédicteur’

v Filtre de Kalman ‘Prédicteur’ > I'étape de prédiction suit I'étape
d’estimation

Xk = Ak(l Kka )Xk/k—l + B u, + A K.Y,
Pk = Ak(l )Pk/k—lpﬁj +GkaG;

Kk — Pk/k—1C|IZ;1

Zk — Rk +Ck Pk/k—lcl;r
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Remarques

Les matrices intervenant dans le filtre de Kalman peuvent étre réécrite de
plusieurs facons. Ainsi on peut démontrer que le gain du filtre peut étre
récrit selon :

Kk — Pk/kCI;r Rk_l

v' K, faible (correction faible) lorsque :
» P, , est faible ( confiance dans les précédentes estimations )
» R, est élevé (doute dans les mesures actuelles)

v K, élevé (correction élevé) lorsque :
> P, , est éleve (doute dans les préecedentes estimations )
» R, est faible (confiance dans les mesures actuelles)
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Filtre de Kalman sous-optimal

T —

e

v'Dans le cas ou le systéme est stationnaire (A, B, C,G, Q et R sont des
constantes), le gain du filtre de Kalman dépend toujours du temps et le filtre
de Kalman n’est pas invariant dans le temps. Cependant on démontre que
le gain converge vers une valeur finale K et le filtre tend vers un filtre

invariant N3 ]
convergence assuréee si le systeme est observable]

P, = AP.A” +GQG”
P. =P, -P.C"(CP.C" +R] CP,
K, =P,CT(CP.CT +R]"

Le filtrage invariant dans le temps obtenu en remplacant K, , par sa
valeur finale K_ est appelé filtre de Kalman sous-optimal
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Exemple 1

Soit : _1 Ol—

avec.

10
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Exemple 2

Soit : FX __1 1_X LW
< k+1__0 1_ K K
b yk::l O]Xk +Vk
R, =2+(-1);Q |0 Op (10 0
< <k lo 1% o 10

Calculer Kk =7 (k =110)

Représenter les deux composantes de K = f(k)?
61



Exemple 3

Soit I’équation de vitesse :

avec At=1
Vi =V T ynAt Ely. ]=0
Yo =V, +W, Elyord=ud,,

y,, bruit blanc de moyenne nulle
w, bruit blanc de moyenne nulle et de variance ~=1

w_ et y independants de la vitesse initiale

Déterminer I’expression du filtre de Kalam en régime permanant estimant

la vitesse v.
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Filtre de Kalman — cas des signaux corrélés

v Lorsque les bruits de dynamiques et de mesure sont corrélés, les
équations du filtre de Kalman précédentes ne sont plus valables

ELVWTJ—S5 O, = L sik=]
kY1 17 k%l avec kI — 0 sik =l

Pour résoudre ce probleme on construit un nouveau modele équivalent en
introduisant un nouveau bruit

pour lequel il est facile de montrer E[VkW'lT ]= 0
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Filtre de Kalman — cas des signaux corrélés

W =W =S, R&le
En effet
E[vkw',T =Elv, (W, SRy, )TJ
= 3/kWIT ]' E\}/kvr (Rl_l)T S|TJ
=S5, 9y~R9y (Rl_l)T SIT

sik=1 Eyw] =R (R*)'s] —o

sik =1 E[vkw',T]: 0

E{kanT J= O vet w’sontindépendant
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Filtre de Kalman — cas des signaux corrélés

Le bruit w peut étre réécrit fonction du nouveau bruit w’
P -1 I o -1
Le modele initial
X,y = A X +B U, +G,.w,

yk+1 — Ck+1'Xk+1 T Vk+1

peut étre alors réécrit sous la forme :
. ' -1
X1 = AX, + B, .U, +Gk(wk+SkRk vk)

yk+1 — Ck+1'Xk+1 T Vk+1
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Filtre de Kalman — cas des 51gnaux correles

Akxk+B U, +G,.w,

X1 =
X, = A .X +B. .U, +Gk(w'k+SkR|; vk) :

yk+1 - Ck+1'Xk+1 2 Vk+1
1 -1
Yir = Craa-Xir Vi — Wi = WS Revi
Vi =Y, —C. %
Le modéle devient

X1 = AcX +B U +G, (Wlk+SkRI;1(yk - C X, ))
yk+1 — Ck+1'Xk+1 + Vk+1

soit

X, = (A —G,S,RC, )%, +B, U, +G,S, Ry, +G,W

Yirr = Craa X + Vi
D’ou on peut écrire: avec
Xea = Ay + Bl + Gy, + G, A = (Ak —GkSlegle)
Yirr = Crar-Xiwr + Vi G, =G,S,. R/ 66




Filtre de Kalman — cas des signaux corrélés

X1 = AcX + By + G w

yk+1 - Ck+1'Xk+1 u Vk+1

X1 = AX +B oy +Gy, +Gw,

=C, .. X, ,+V W' =W, =S, Rlzlvk
yk+1 k+1""k+1 k+1
A&; = (Ak -G, S, Rka)
» Les proprietés statistiques , .
] ] Gk :Gksk R&
Elv,]=0 I 1 RS 0
- k T T k @kl
N E| [Vl W ] = { . }
E.Wk]:O [ W | 0 Q9
avec
Qlk =E _\le WIH

- E (Wk —-S, RV, XWI —V, (Rlil)T S )J

=Q +SRR (R S -5, (R!) 5T -5, (R s

Qlk — Qk - Sk (Rlll)T SII 67




Filtre de Kalman — cas des signaux correlés

X = AcX +Bu +Gw,

yk+1 — Ck+1'Xk+1 +Vk+1

X1 = AX +B oy +Gy, +Gw,

yk+1 ~ Ck+1'Xk+1 + Vk+1 | Wlk 3 Wk'Sk Rnlle
> L stés statisti Ak:(Ak_GkSkRI;le)
e_s propriétés statistiques G. —G,S R
Elv,]=0 I 1 RS 0
L Kk T T kOxi
u E| [Vl W ] = { . }
E.Wk]:O [ Wi | 0 Q9

» Calcul du filtre

Il est maintenant facile d’appliquer les équations du filtre
de Kalman au nouveau mode¢le

Le calcul reste inchangé. Seule I’¢tape de prédiction est modifice
Kk = Ak X +BU + Gy

Pk+1/k — Alk Pk/kAI-IL- "‘GkQ'k Gg 68



Filtre de Kalman — cas des signaux corrélés

= Etape de prédiction
Xk = Ak X TBU G Y o
[ T [ T
Rk = Ak B Ay +6 Q' G
En tenant compte des expressions de A’ et G, il vient:

Rk = AR T BU + 6,5, R 1(Yk C Xk/k)
Of Rk = Rk + Kk(yk _Ckxk/k—l)

Rk = AR + Buy, KG, S, Rlll(l _@Yk _Ckxk/k—l)

=G, S, Rkl(l -G, Pk/k—lcljzil)
=G, S, R&l(zk -C, Pk/k—1CI-<r )Zi
= GkSlelekzil

=K',

Rk = AR T BU + K (YK C R/ 1)‘

——
terme de correction 09

Kk — Pk/k—1C|IZE1

zk = Rk +Ck Pk/k—lclj




Filtre de Kalman — cas des signaux correlés

= Etape de predlctlon
Xk = Ak X +BU +G'

1 T T
Peanc = A Ek/kA +GQ\ G,
En tenant compte des expressmns de A’ et Q’,a il vient :

Reak = (Ak G SiRiC ) k/k(Ak <G, S, R )T +G, (Qk = S{R4S )G;

En utilisant les relations :
2;1 = Rk_l m Rk_lck Pk/kCII Rk_l
K, = I:’k,kCT R_1
Rk = AR T By + K (Ve =CRipiey)
Pean = AP A +G QG —K'\ XK',
-K’ k szI-(rAk - AkKkszﬂk-

Pk = AkPkaAk +GkaGT + AKZ, Ky Ak Lksz-Il;
ou L =K' +AK, terme de correction "

on peut démontrer :

Ou encore.




Equations du filtre de Kalman — cas des signaux

correles

Les équations de fonctionnement du filtre de Kalman se décomposent en

2 etapes:

v’ Etape de prédiction :

k+1/k Akxk/k +B U T K’ (yk C Xk/k 1)
Pk = Akpk/kAk +G QkGT + AKX, Ky 'Ak -L2, LT
ol K'k=Gk5k2El L =K' +A K,
v Etape de correction :
Xk/k — Xk/k 4T K (yk _Ckxk/k—l)

Rk = (l ) k/k—1
ou K, est le gain optimal du f|Itre donné par :

Kk — Pk/k—lcljz‘;l
2k — Rk +Ck Pk/k—lclj &



Filtre de Kalman ‘Prédicteur’ — cas des signaux

correles
v"Pour construire un filtre de Kalman prédicteur a 1 pas, il suffit d’éliminer

les termes X, €t B, des expressions du filtre précédent. Ainsi, on peut
déemontrer que:

X1k = (Ak L C )Xk/k L+tBu + Ly,
k—l—l/k A<Pk/k 1A< +G QKGT LkszTk

ou

]
= (Ak Pk/k—lclj +G, S, XRk +C, Pk/k—lcl;r )

72



Filtre de Kalman ‘Prédicteur’ — cas des signaux

correles
v'Les matrices B, _, etL, peuvent étre calculées a I'avance par la

résolution de I'équation de Ricatti
k+1/k Akpk/k 1Ak +G QkGT Lksz-II;

)
L, = (Ak Pk/k—lcl;r +G, S, XRk +C, Pk/k—lcl;r )

k+1/k AkPk/k 1Ak +G QkGT
~(A P, CT+GS, R +CP,.Cr) (AP, Cl+GS,)

Equation de Riccati Equation de Riccati
cas des signaux non cas des signaux
corrélés corrélés

Reak = ABx 1Ak "‘GkaGT A Bk 1CT « +Ci Bk 1CT) Cy Pk/k—1A11-73




Chapitre 4

Filtrage de Kalman

Filtre de Kalman Continu



Filtre de Kalman contifnu

Le filtre de Kalman a temps continu est souvent apﬁelé filtre
de Kalman-Bucy. Il résout le probléme de 1’estimation de
I’état d’un systéme continu défini par les équations d’états:

%(t) = A)X(t) + B(t)u(t) + G (t)w(t)
y(t) = C(t)x(t) +v(t)

ou f représente le temps, x(7)1’état de dimension n, )(1), la
sortie de dimension / w(t), le bruit d’entrée (ou de
dynamique) de dimension /’°, et v(t), le bruit de mesure de
dimension /m.

Il s'agit de déterminer la meilleur estimationx(t/z)(au sens de la
minimisation de variance) de I’état a I’instant 7 connaissant les

mesures jusqu’a ’'instant 7 . e



Filtre de Kalman continu

Le filtre de Kalman a temps continu est souvent ap[;elé filtre
de Kalman-Bucy. Il résout le probléme de I’estimation de

I’état d’un systeme continu défini par les €quations d’¢états:

%(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + G (t)w(t)
y(t) =C(t)x(t) +v(t)

On suppose que ses bruits sont blancs, gaussiens, et connus
par leurs matrices de covariance :

E[wOw' (1) |=QWs..  E[v(t)x"(0)]=0
E[ V(v (t) |= RS, E[v(w' () |=0
E[%(0)X(0)]=P, E[ w()X' (0) |=0

Ou S, I’impulsion de Dirac en £ et en considérant x(0)
comme une variable al¢atoire d’espérance /7, X(0)= x(0)— m,



Filtre de Kalman continu

Les équations du filtre de Kalman discret peuvent étre appliquées
aux systemes continus apres ¢chantillonnage. Le filtre continu est
obtenu par passage a la limite (faire tendre la période

d’échantillonnage vers 0)

> Etape 1 : discrétisation du modele avec une période
d’échantillonnage constante par la méthode d’Euler
> FEtape 2 : passage a la limite en faisant tendre la période

d’¢chantillonnage vers 0
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Filtre de Kalman continu

Soit A la période de discrétisation :
A= 1:n _tn—l

Posons: 5 gree. - Impulsion de Dirac
lim —-= s

A—0 A

limQ.A =Q(t,)

A—0

lim RiA = R(tk)

A—0
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Filtre de Kalman continu

» Discrétisation du modéle

modele continu

%(t) = A)X(t) + B)u(t) + G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) +v(t)

Lorsque A tend vers O
X — Xk
A

Le mode¢le continu est €équivalent a :

X —> Approximation d’Euler

X, = (1 + AAX, +AB, U, +AG,.W,

yk+1 — Ck+1'xk+1 + Vk+1
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Filtre de Kalman continu

» Application du filtre de Kalman
X, = (1 + AA)X +AB U, +AG, W,

yk+1 — Ck+1'Xk+1 g/ Vk+1

[ utilisation du filtre de Kalman prédicateur a 1 pas

sur ce systéme donne:
Xk = (I + 'AkA)(I K Cy )),Zk/k—l +AB,u, "‘(I + A<A)Kk Yk
= (I + AkA))A(k/k—l +AB, U, "'(I + 'AkA)Kk (Yk _Ck)A(k/k—l)

ce qui peut s’ecrire sous la forme
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Filtre de Kalman cotinu

e A A
k+1/k A k/k=1 _ Akxk/k_1+ Bkuk +(| +A1<A)Xk(yk _Ckxk/k—l)

En considérant :

- )/Zk /k_)A(k/k—l 5
lim = =X(t)
A—0 A

lim LA K(t)

A—0 A

lim X = )A((t)

A—0

On obtient alors I’équation de I’estimateur :

%(t)= A)R(E)+ Bt )+ |+@ (tXy(t)—-Ct)(t))
X(t)= A(t)R(t)+ B(tu(t )+K(t)(y( )-C(t)R(t)) o




Filtre de Kalman cotinu

» Remarques

Le gain de Kalman est déterminé ¢galement par passage a la

limite a partir des €quations discretes.

K
K(t)=lim —=
() hm =
PiCr (R, +C,PyiCl )
:|im k/k-1“~k k k" k/k-1~k
A—0 A
] —1
=|im Pk/k—lclj (RkA+Ck Pk/k— C;A)
A—0 O
i T ~-1
= |AIIT(1) Pk/k—lck R (t)
_)

En posant [im P, =P(t) , le gain optimal est :

CKO=PECTOR ) )




Filtre de Kalman continu

» Remarque
Pk/k — (I = Kka )Pk/k—l
- Pk/k—l A Kka Pk/k—l
Kk
~ Pk/k—l _—Ck Pk/k—lA
A
IIm Pox =lim Poxa— K(t)ll C Pl
A—0 A—0 A—0 O

Ilm Pk = Ilm Bk = P(t)

A—0 A—0
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Filtre de Kalman continu

> Equation de Riccati
[’équation de Riccati pour le systeme discret équivalent :

X, = (1 + AAX +AB U, +AG,.W,
e Yisr = CraaXiss + Vi
s ecrit :

Pk = (I + AkA) k /K 1(' + AkA) +AG,Q,G, A

1+ AKA)PE”)( 4G (Rk +C, P sCx )_ CePoall +AA)
Qlt

I:)k+1/k;|:)k/k -1 _ %GT +AkPk/k 4T I:)k/k lAk

[Equation de Riccati]‘(I + AD )P4 Cx (A‘e +ACP Perical "‘E
O

\ N m%g R(t)

P(t)=G(R(G™ (t)+ At)P(t)+ PR)AT (t)- PECT (R *(t)IC(t)P()
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Filtre de Kalman continu

> Conclusion

Le filtre de Kalman d’un systéme a temps continu stochastique

est definie par :

avec

K(?) le gain de Kalman

K(t)=P(t)C" (t)R(t)
et P(1) solution de I’équation de Ricatti
P(t)=G(t)Q(t)G' (t)+A(t)P(t)+P(t)A" (t)—P(t)C" (t)R*(t)C(t)P(t)
PO)=F,




Filtre de Kalman continu

La matrice Ptend alors vers la solution unique : solution de I’équation
de algébrique de Ricatti

P(t)= constante P(t)=0

GQG' +AP +PA" —PC'R™CP =0




Modélisation du Filtre de Kalman continu

..................................... P Ay Ve
I Phenomeéne physique
G
U ! X ) 4
BI—@— | FT1C@

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Filtre de Kalman continu stationnaire

v'Dans le cas ou le systéme est stationnaire (A, B, C,G, Q et R sont des
constantes), le filtre de Kalman s’écrit

%(t)= AX(t)+ Bu, +K(t)y, —Cx(t))

avec )z(o) =m,

K(?) le gain de Kalman

K(t)=P(t)C'R™

et P(?) solution de I’équation de Ricatti
P(t)=GQG" + AP(t)+P(t)A" —P(t)C"R™'CP(t)

P(0)=P,
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Filtre de Kalman continu stationnaire_

v' Régime permanent du filtre de Kalman continu stationnaire

N

v'Dans le cas ou le systéme est stationnaire et observable, le filtre de
Kalman optimal est asymptotiqguement stable, quelgues soient les
matrices GQG’ et R définies positives et quelque soit ~,

La matrice Ptend alors vers la solution unique : solution de 1’équation
de algebrique de Ricatti

P(t)=constante — P(t)=0

GQG' + AP+PA" —PC"RC,P =0

Le gain de Kalman s’écrit dans ce cas :

K=PC'R™
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Resolution de 1’€quation algebrique de Ricatti

[’équation de Ricatti :
GQG' + AP+PA"' —PC'R'CP =0

peut &tre réecrite selon
GQG" + AP+ PAT

GQG' + AP +PA" — KR_lK =0

Solt :

Pour résoudre I’équation de Ricatti, on fixe K=K1 et on résout
I’équation en P:
GQG' + AP+PA' —KR'K =0
“=> solution A,
Avec P, oncalcule: K, =PC'R™

St K;=K, 2 K=K,=K,et P=P,
sinon on remplace K’ par K, et on cherche une nouvelle solution £,



Extension du filtre de Kalman - filtre de Kalman étndu

Dans le cas ou le systeme est représenteé par un modele non linéaire :
x= f(x,u,t)+g(t)w(t)
y = h(x,t)+v(t)

le probleme de filtrage est résolu en appliquant le filtre de Kalman au
mod¢le linéairisé autour de I’estimé de 1’étape précédente (a chague
itération).

Le filtre de Kalman obtenu est dit filfre de Kalman étendu.
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Soit ;

%(t) = —2x(t) + W(t)
y(t) = x(t) +v(t)

ou W(t)et v(t)sont 2 bruits blancs gaussiens, centrés et indépendants
W(t) est indépendant de 1’état initial
(1) est indépendant de 1’état

Elww' )= Ev v (t)|=1*5,,

Déterminer I'’estimation de x(7) par la méthode de Kalman en régime permanent ?

Comparer les résultats obtenues avec celles de Filtre de Wiener ? 92



Chapitre 5

Applications du filtrage de Kalman

Commande Optimale des systemes linéaires a
critere quadratique évoluant dans un
environnement stochastique



Introduction

B - - .

[ estimation statistique de 1’état d’un systéme est genéralement effectuce

dans le but de réaliser une commande par retour d’état.

Dans un cadre déterministe, 1a notion de régulateur - observateur

permet de générer une commande a partir de 1’état reconstruit.

Dans un cadre stochastique, la commande optimale d’un systéme
stochastique est obtenue en construisant la commande optimale
obtenue sur le systeme déterministe associ¢ a 1’aide de I’€état estime

a partir d’un filtre de Kalman
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Commande Optimale

Soit le systeme continu défini par les €quations détats:
%(t) = AM)X(t) + B(t)u(t) + G (t)w(t)
y(t) = C(0)x(t) +v(t)

On suppose que ses bruits sont blancs, gaussiens, et connus
par leurs matrices de covariance :

Elwtw'(t)|=Q(t)s,, EN®X"(t,)|=0
EVEV' ()| =R(t)s,_.  ElOW (t')|=0
ER )R (t)]=4,  EW)XT()]-0

Ou o, l’'impulsion de Dirac en # et en considérant x(0)

comme une variable aléatoire d’espérance /7, X(0)= x(0)—m,
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Commande Optlmale

W g N
. . 5.

Le probleme d’optimisation stochastique consiste a chercher

la commande optimale minimisant le critere :
7 bo »7 T l
3B ()8, Xt )+ [ OMOX(E)+uT ON(E(E)

Dans le cas d’un systéme ou /’état est complétement accessible, la
commande optimale a la forme usuelle :

u*(t)=-N"(t)B" (t)P(t)x(t)

ou AJ) est solution de 1’équation de Riccati :

P(t)=—A" (t)P(t)— P(t)A(t)— M(t)+ P(t)B(t)N *(t)BT (t)P(t)
At)=5;
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Commande Optimale

e

Dans le cas ou seule la sortie est accessible (systemes a ¢tat non
completement accessible), la commande optimale s’€crit sous la forme :
u(t)=—N"(t)B" (t)P(t)x(t)
ou A est solution de 1’équation de Riccati :
P(t)=—A" (t)P(t)— P(t)Alt)— M (t)+ P(t)B({t)N *(t)B" (t)P(t), At)=S;
et X(t) est’estimation optimale de X(f) obtenue a I’aide du filtre de
Kalman continu :

X(t)= At)(t)+ B(thu(t)+ K(Xy(t) - COX(D))
K(t)=At)C (R™(t)
avec A(t) solution de I’équation de Ricatti

A(t)=G(t)R()GT (t)+ Alt)A(t)+ AAT (t)-Alt)CT (R (t)CA()

A(to ) = Ato
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Commande Optimale

Ces différentes relations précédentes constituent le principe de
s¢paration : si la commande et 1’observateur sont calcul€s sépareément,
mais de fagon optimale, alors 1’ensemble, réuni dans une structure de

commande de type régulateur-observateur, sera ¢galement optimal.

Les relations ont €té €tablies dans un cadre continu mais peuvent bien

sur I’étre dans un cadre discret.
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Soit le systeme :
Elww’ t)|=1*5,_,
X(t) = x(t) +u(t) + w(t)

y(t) = x(t) + v(t) E[V(t)VT (t')] =5, .

E[X(0)X7(0)|=1

On suppose que toutes les hypotheses pour 1’application d’une loi de commande

optimale sont vérifiées

Déterminer 1’expression de la loi de commande en régime permanant minimisant le

critére : 3 _ E{J.luz(’[)d’[}

0
Donner un schéma bloc

‘ A=1 B=1 C=1 R=1 Q=1 A,=1
Stf :O, M :O, N:]. 99



Solution exemple

u(t)=—N"1(t)BT (t)P(t)x(t) =|u(t)=—P(t)x(t)

ou A est solution de 1’équation de Riccati :

P(t)=—A" (t)P(t)— P(t)At)—M(t)+ P(t)B(t)N *(t)BT (t)P(t), AL=-Sr
L [B(t)=-P(t)- P{t)+ PR)PE)| AD=0

et x(t) est’estimation optimale de X(f) obtenue a I’aide du filtre de

Kalman continu :

i(t)= ARR()+ BOu()+ ACCT DR (EXyE)-CORE)
200 = #(0) + u(®)+ A Xy(D)— 7))

avec A(t) solution de I’équation de Ricatti

A() GG (t)+ Alt)A(t)+A()AT (t)-At)CT (R (t)CA(t)
to)=2. L.A(t) 1+ A(t)+At)— A(t)A(t),| |A(0)=1
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€n regime permanan

ut)=-N"

ou A est solution de 1’équation de Riccati :

P(t)=-A"(t)P(t)- P(t)A(t) M (t)+ Pt)B(E)N *(t)BT (t)P(t), AL=-Si
L, ﬁ(ﬂ_ —P(t )+ P(t)P(t),| AD=0 ~p =2

Solution exemple

BT (P(OR() ) = —POXE) M [ut) = 2%}

et x(t) est I’estima‘0 n optlmale de X(l) obtenue a 1’aide du filtre de
Kalman continu :

%(t) = Alt

- K(t

JX(t)+ Bty +ARCT (R (ENy, — CK(L))
/

)
avec Alt) s

= R(0)+ut)+ A y(H)-&E)  [R=R+u+ 2]y %)

olution de 1’équation de Ricatti

Aft) = GHR()G™ (t)+ Alt)A(t)+ AAT (t)- ALICT (R (E)C,A(t)

A(to ) = Ato

L i\@ =1+ A(t)+ Alt)— AtA(),

A0)=1

L A=1+4/2
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Solution exemple

en régime permanant, la loi de commande est donnée par

{u(t): —2x(t)
2(t)= R()+ u(t)+ [+ V2 y()- %)

m:_z )A((p) 1++/2
x(p) y(p) p+2++2
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Solution exemple

X 1++/2
p+2+J§
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Commande Optimale des systemes stochastiques

discret

-

Soit un systéme stochastique discret :

Ky = Ak Xy +Bk U, +Gk Wi
Y =C X +V,

{Wk} et {Vk} des sequences indépendantes de bruit blancs Gaussien
centrés indépendant de moyenne nulle et de covariance Q, et
Ry

Ce bruits sont indépendants de |'état initiale x, qu’est une variable aléatoire de

moyenne m, et de covariance P,

La commande optimale ¢, doit minimiser le critére quadratique:

N -1
J :E{ Xn S Xy + D X M X +u,N ul}
k=0



En utilisant les résultats du principes de séparation. La solution est :

/o

_Lk Xk/k

c
= %
Il

L, :(N +BI ' .1 By )_1BI Lya A

I, =(A -B, L) Ta(A B L )+LLN L, +M
r

X« est I’estimé de x, fournie par le filtre de kalman discret:





